ezl ) Bl D el

D ksl dae) & b gy Al Glaal)

:UAM" | 4al) @
@
@
@




I) Unités de mesure des angles :

1) Activité
Soit (C)un cercle de centre O et de rayon R et soient I et Mdeux
points du cercle (C) et a est la mesure de I'angle IOM:

(C'est-a-dire IOM = a° et 0 < a < 360)

e Déterminons lla longueur de I'arc IM : ©
On sait quel es proportionnelle a la mesure a M
de I'angle IOM '
On a le périmetre du cercle (C)est P = 2R A
2nR - 360°
Donc: o alors
-«
[ = a X 2R _ antR
360 180
2) Définition : C
Soit (C)un cercle de centre O et de 1
rayon 1.
y A

soient I et M deux points de(C).
La mesure de I'angle géométrique IOM
en radians est la longueur de I'arc IM

3) Proportionnalité des unités de mesure :
v" 1l existe une autre unité de mesure des angles qui est le grade,
noté gr ; la mesure d’'un angle plat en grades est 200gr .
v Sia,B ety,sontles mesures respectives d'un angle
géométrique en degrés, radians et en grades, alors:
« _B_v
180 mw 200
Exemples :

La mesure d’un angle platen degrés est 180°, alors sa mesure
180xm

en radians est § = c’est-a-dire :

B = mrad (et sa mesure en grades est 200gr)

Si la mesure d’'un angle en degrés est °, alors sa mesure en

. 30X™ N .
radians est § = mc’est-a-dlre :

30 \ .
Et on a sa mesure en grades esty = T80 = 200 c’est-a-dire :

100
Y= =3 gr =~ 33,33gr

B = grad
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Si la mesure d’'un angle en radians est 3 rad ,alors sa mesure est

T

a=2x180 = 60°
4) Correspondance degrés et radians

Angle en degré 0° 30° 45° 60° 90° 180° 360°
Angl di o | 2|2 | 2| 2
ng € en radian 6 4 3 2 TT T

Exercice 01

On utilisant la relation %O = E , compléter le tableau suivant :
Mesure en 33° 150° 800
degrés [3
Mesure en 3 V4 d 4
— —r —
radians O 8 rad 10 @ 9
Solution de I'exercice 01
1) B=33x==2 ., 2)a=Zx2=-475°
180 60 8 T
3) B=150x2="" ; 4)a=Lx2=18°
180 6 107 =
11 8w m 180 °
5) ﬁ—80><m—? 5 6)(1—;)(7—20
Mesureen | 330 | 67,5° [150°|18° 80° |20°
degrés 3
Mesureen |117 |35 5T | o d 8t | g
radians o 60 ?rad 6 1Ora 9 9
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I- Cercle trigonométrique-Abscisses curvilignes d’un point

Activité : . aLN(3mf4)
A plusieurs points de la droite orientée 247"
correspondre un méme point du cercle. B !

La droite orientée peut s’enrouler +,/ M ¥ ,‘N'
plusieurs fois autour du cercle dans , . A

-2 - 'T I2
un sens et dans I'autre. J \i/
> Ci-contre, les points N et P ' -
. 3 5w 1
d’abscisses S et—— correspondent \

tous les deux au point M. "

5 .
En effet: ——21‘[ = —T”
» On pourralt poursuivre le processus

effectuant deux tours successifs.

"‘*——TF"[-SHM

. . . ' . 3 19w .
Ainsi, les pomts d'abscisses S et correspondent au point M.

197t

En effet: — +4

1) Cercle trlgonométrique :
Définition :
Le plan est muni d’'un repére orthonormé(0; 1; j).
On appelle cercle trigonométrique le cercle orienté de centre O et
de rayon 1. Sur ce cercle, on définit une origine I et deux sens :
* Le sens direct(ou sens positif), est le sens inverse des aiguilles
d'une montre ;
* Le sens indirect (ou sens negatif), est le sens des aiguilles

d'une montre. Sens positif
. Ou direct
J
o 1
/ Sens négatif
Ou indirect

2) Abscisses curvilignes d’un point d’'un Cercle trigonométrique :
Définitions :
Soit (C)un cercle trigonométrique de centre O, d’origine I.

Soit x un nombre réel.

v Danslecasoux = 0 ,on considéere le point M de(C) tel que la
mesure en radians de la longueur de I’'arc IM est x lors du
déplacement sur (C) dans le sens positif.

v Danslecasoux < 0 ,on considéere le point M de (C) tel quela
mesure en radians de la longueur de I’arc IM est —x lors du
déplacement sur (C) dans le sens négatif.

v' Dans les deux cas x s’appelle abscisse curviligne du point M sur
(C) eton écrit M(x).

v Six estune abscisse curviligne du point M sur(C), alors

x + k(2m) , pour tout k € 7, est une abscisse curviligne de M.

v Si€|-m, ], ondit que x estl’abscisse curviligne principale
du point M. L’abscisse curviligne principale est unique.

Exemple :

Une mesure d'un angle orienté est T D'autres mesures sont : %" -

7T

7t
,T—6ﬂ,

2T, —-47m
4

[ = = = 7
Donc — L est la mesure principale de cet angle orienté car c’est la

seule comprise entre -7 exclu et 7.
Exercice 02

1) Déterminer I'abscisse principale du point M ( 161”).

2) Représenter sur le cercle trigonométrique les points A,B,C,D ; E
-t 3m 2m
2’ 2’
Solution de I'exercice 02

—-4n

- ags - T
et F d’abscisses curvilignes respectives 3 5 3

1) Déterminons I'abscisse pr1nc1pale du point M ( 61"):

-11m -11m . ags
Ona T ¢ |—m, m] donc T n’est pas I'abscisse curviligne

principale de M.
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* 1°"¢ méthode:

-11m n—-12n 4 13 . . ays
Ona —~ T T~ 2m donc ¢ estaussi uneabscisse curviligne
du point M

Puisque % € |—m, m],alors % estl’abscisse curviligne principale du
point M.
* 2°me méthode : Soit a 'abscisse curviligne principale du point

M, alors il existe k € Z tel que : % =a+k(2m)avec—nt<a<m

_ -11n -11n

C'est-é-dire:a—T—an, —n’<T—2k7‘l’ST£ et kel
Equivauté:a=%—2kn, —1+16—1<—2kS1+% et kel
Equivauté:a=%—2kn , §<—2k3% et kel

-11m

, . - -5
Equlvauta:a=T—2kn , £<kSE et kel

12

_1in —1,41<k<-041et k€

Equivauta: a = —— —2km

T

6

2) Représentons sur le cercle trigonométrique les points A,B,C,D
-t 3w 2m

. .y . T -4
et E d’abscisses curvilignes respectives 3 2 2 3 3

Or k € Z donck = —1,etparsuitea=%—2 X (-1 =

> OnalOA =Zrad = 60° —47
3 E(—)
> Noter que: I0OB = grad =90° 3 27

D() i
Tl' T—TC w A_ @
> Ona:g="F=2m— 3 g \

14 . .
Donc — 2 est aussi une abscisse

curviligne du point C ,d’ou C est s

confondu avec B. O I
> Ona:I0D = %ﬂrad = 120°

—4n —6m+2m 2w
Ona:—= =-2m+—
2 > 3 3 37 T
T . - 7 -
Donc ~ estaussiune abscisse C(?) 8(7)

curviligne du point E, alors E et D sont confondus

Exercice 03
1) Donner la mesure principale de

I'angle 2%”.
2) Placer sur le cercle trigonométrique, le point M tel que I'angle
(i;0M) mesure %" rad.
3) Placer sur le cercle trigonométrique, le point N tel que I'angle
(i; ON) mesure 83—" rad.
Solution de I'’exercice 03

1) On choisit un multiple de 4 proche de 27, soit 28 :
27m  28m mw

: a4 a2 ™3
- Dans 7p, on fait apparaitre un multiple de 2, soit 67 :
271t_6 N 11'_6 +4-Tl' 11'_6 N T

g Ty T Ty Ty

61 correspond a 3 tours entiers.

3 - .
” est bien compris entre -n exclu et 7.

-

La mesure principale de Z?T" est 3%. j M
5 In 8w 4 T 2m + /4 ™
)y = a Ty 4

Le point M se trouve donc sur le cercle
trigonométrique tel que I'angle (?; oM )

T
mesure rad.

3 8n_6n+2n_2 +21t j
) g3 =gty =inty

Le point N se trouve donc sur le cercle

trigonométrique tel que I'angle (7 ; W)

2m
mesure —- rad.
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III) Angle orienté
1) Angle orienté de deux demi-droites ayant méme origine et
se mesures :

Définition 01 :

Soient [Ox)et [Oy) deux demi-droites ayant méme origine O.

> Le couple ([0x); [Oy)) détermine un angle orienté deux demi-
droites que I'on note :(0x, Oy)

» Le couple ([Oy) ; [Ox)) détermine un angle orienté deux demi-
droites que ’on note :(0y, Ox)

T

(Oz, 0Oy)

O
Définition 02 :
Soit(0x, Oy)angle orienté deux demi-droites de méme origine O.
Soit (C)un cercle trigonométrique de centre O. Y
Soit a une abscisse curviligne du point Msur e
(€). (Voir la figure)
* Le nombre réel a est appelé mesure de -
I'angle orienté (0x, Oy).
* On sait que a + k(2m), ou k € Z est aussi une
abscisse curviligne
du point M .Ainsi a + k(2m), ou k € Z, est aussi une mesure
de I'angle orienté (0x, Oy).
* Si on note al'une de ces mesures par (0x, Oy) , on peut écrire :
(0x,0y) = a + k(2n),ou k € Z
Remarque :
Parmi les mesures d’'un angle orienté de deux demi-droites, il
existe une mesure unique qui appartient a I'intervalle |—m, 1|
appelée mesure principale de cet angle orienté.

Exemples :
4) Sur la figure ci contre: (x'x) L (y'y) fl
(0x,0y) = - + k(2m),ouk € Z . :I\z .
Ona x’ (o] - &
(OxOy)———+k(21T) ouk €Z - =
Ly

5) Ona (0x,0x) =0 + k(2n) =
2kmou k€ Z (0 ann T

6) Ona (0x,0y) =m+ Kk(2m),ouk €
7 Y o

st

7) Ona (Oy,0x) = —m + k(2m),ou k € Z

<

8) Ona (0x,0y) = —T:m +
k(2n),ouk € Z

pour=1,ontrouve:_73"+1><(2n)=g , ]

s+

T =
donc estaussi une mesure de I'angle

orienté(0x, Oy).

On peut donc écrire t Y
(0x,0y) = - +k(2n); (k€Z)

Propriétés:

Soient [Ox)et [Oy)et [0z) trois demi- z

droites de méme origine O. Y
Ona:

> (0x,0x) = 2knt (k€ Z)

> (0y,0x) = —(0x,0y) + k(2m) (k € Z)
> (0x,0y) + (0y,0z) = (0Ox,0z) + k(2m) (k € Z)

Cette relation s’appelle relation de Chasles pour les mesures
d’angles orientés.

0 T
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Exercice 04 v Angle orienté de deux vecteurs et ses mesures :
Soient(0x, Oy) et (Oy, 0z)deux angles orientés de mesures Définition :
. ) 3n . 2m Soient u’ et V deux vecteurs non nuls, et O un Yy
principales respectives — et —. )
4 3 point du plan. v
Déterminons la mesure principale de I’angle orienté (Ox, Oz). On considére les deux demi-droites
Solution de I'exercice 04 [Ox)et [Oy) telles que U’ est un vecteur /u'
D’apres la relation de Chasles pour les mesures d’angles orientés, | dJirecteur de [0x) et V est un vecteur x
ona: directeur de [Oy). 0
(0x,0z) = (0%, Oy) + (Oy, 0z) + k(2n) (k € Z) v' L’angle orienté des deux vecteurs déterminé par le couple
= %T + 2?“ +k@2n) (k €Z) (d, V) estl'angle orienté(0x,Oy), on le note(ﬁl,\V).
171 v" Les mesures de (ﬁ/,\‘_/’)sont les mesures de (0x, Oy) et sont
D : = —+ k(2 keZ P
onc: (0x,0z) 7 T (2m) ( ) notées(, ¥).

17 . 1= ’ . ) —~ S S P
Donc 1—2“ est une abscisse curviligne de I'angle orienté (0x, 0z) v’ Sionnote a l'une de ces mesures par (i, V), on peut écrire :
Or 117—; ¢ |—Tt, | (car% > T) (ﬁ ,\7) =a+ k(2m),ou k € Z ou bien (ﬁ ,\7) = a[2n]

Alors 1= west pas mesure principale de I’angle orienté(Ox, Oz) Proprietes : L
12 o 2amTm . Pour tous vecteurs u,v et w non nuls,ona:
* 17°methode: Ona: — =—-—=2n—_— v (ﬁ)=2knoﬁkez
Donc la mesure principale de I'angle orienté (0x, 0z) est — i—; v (i,—d) =n+k(2n)oukEZ & e
* 2¢me méthode : v (v, u =—(ﬁ,\7)+2k1[ ouk €Z
Soit a la mesure principale de I'angle orienté (Ox, Oz), alors il v (_ﬁ ) _‘7’) = (ﬁ ,‘7) +2km ou ke Z
existek € Ztelque:1:—2“= a+kQm)et—nt<a< = v (_ﬁ,\‘z’) = (ﬁ,\‘;) +m+2km oo ke Z
Donc —mt <%—k(21t) < metkeZ v (U,v)+(vV,w)=(u,w)+2knoukeZ

. \ Exercice 05
Equlvauta:—1—£<—2k£ 1-Zetkez o — =
12 12 Soient deux vecteurs U et V tels que (4, V) = ; + 2kn ouk € Z

, N 29 5
Equivauta: - =< -2k< —— et ke Z
quivauta: —-- 1z © Déterminer: (—u,v); (—u,—v) ;(d,—v);(v,—u)

Z, . N 5 29
Equivauta: >~ <k< — et keZ Solution de I'exercice 05

Equivauta: 0,2 <k< 1,2et ke Z Ona: (—u,v) = (u,v) + n[2n] donc (—_u’,\_/’)zg+n[21t]
’ 17n 7 o
Doanzl,doua:E—lxz‘n:—E Oona: (—ﬁ,—‘_;)E(ﬁ,‘_;)[ZT[] donc(_ﬁ’_‘—;)zg[zn]
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VI) Rapports trigonométriques d’'un nombre réel : » Tableau de singes de cos x et sinx — T
1) Cosinus et sinus d’'un nombre réel : @ oux € |-mm]: +
Définition : J — — osr =0 | cose=0
Soient (C)un cercle trigonométrique ok M) o 0 2 T, w0 | sime0
d’origine I, de centre O cos x - 0 + + 0 - T =
et]J un point de (C) tel que g soit la mesure n sinx - - 0 + + 0 cosz <0 | sinx <0
= oH xar |1
principale de I'angle orienté (Ol, O]). 7
Soit x un nombre réel , on consideére le point Exercice 06
M de (C) dont xI'une des abscisses 1) Soitx € R telque 0 < x < get sinx = % ; Calculer cos x.
curvilignes. 2) SoityeR telque Tt <y < — g etsiny = —g ; Calculons cos y.

» L’abscisse x; du point M, dans le repére orthonormé(O ; Ol; Ef) )

, . . . Solution de I’exercice 06
est appelée cosinus dex et on écrit cos x = xy,.

. T . 3
> L'ordonnée y, du point M,dans le repére 1) Soitx ER telque 0 < x < S etsinx = - Calculons cos x.
—_ — = . 2 =2 _
orthonormé(0; OI; 0]) , est appelée sinus de x et on écrit On sait que : pour tout x € R, onacos”x + sin“x = 1
sinx = yy. Donc cos’x =1 —sin’x ;
2 -
Propriétés : Donccos?x =1 — 37 _169_ 7
42 16 16
Pour toutx € R,ona: , o N
¥ —1<cosx<1 et-1<sinx<1 Cest-a-dire:cosx = J-oucosx = — -
Y3
* cos?x+sin®x =1 (c'est-a-dire (cosx)? + (sinx)? =1) Or0 < x < -alors cosx =0
Remarques : ) _ V7
D’ou cosx = ”
e |cosx|=+V1-sin?x . 5
e |sinx| = vI—cosZx 2) Soity eR telque -t <y < —5et siny = — ;Calculons cos y.
e Tableau des angles remarquables : On sait que : pour tout y € R,onacos?y +sin’y =1
Donc cos’y =1 —sin?y ;
0 T T T T D 2, _q_4_2
X g Z E E onc cos~y = —2—5—2—5
cosx | 1 V3 | V2 1 0 C'est-a-dire :cosy = ?ou cosy = — %
2 Z 2 Puisque — Tt <y < —galors cosy <0
1
sinx | O — @ E 1 D'oil cosV = V21
2 2 2 Yy="7
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Relation trigonométrique : Exercice 07
Propriété 01 1) Calculer les rapports trigonométriques des nombres réels
Soient 6 € R suivants:91t;—§;32—”;5?” ; %‘”
A partir de cercle trigonométrique 2) Simplifier les expressions suivantes :
> cos(0 + 2km) = cos(0); keZ A= sin (1) + sin (3_11) + sin (1471') + sin (167‘[)
> sin(0 + 2km) = sin(0); k€ Z 13 13 13 13
T 8n 6m
B = c0s(20221) + cos(2023m) + 2cos (7) + cos (7) + cos (7)
T 3 17w ot
— oin2 (L 2 (27 ;2 2 (20
C =sin (11)+sm (11)+sm (22 )+sm (22)
Solution de I'exercice 07
1) Calculer les rapports trigonométriques de 97 ; —g ; 3771 ;5?” ; %‘”

v Ona:9m =m+4 X 2mdonc:
cos(9m) = cos(m+4 x2w) =cosm=—1et
sin(9) =sin(mr+4 x2w) =sinwt =0

> cos(—0) = cos(0) v’ cos (— g) = COS (g) = % (car cos(—x) = cos x pour tout x € R)
> sin(—0) = —sin(0) ) - . /m V3
> sin(m — 0) = sin(0) > sm- (_ 5) - Sl_n (5) -2
> cos(ir— 0) = —cos(8) (car sm(—g = n—+szztn xnpour toutx € R)
> tan(mw —0) = —tan(0) v Ona:=——=3+m
> sin(m + 0) = —sin(0) Donc: cos (37”) = cos (g + n) = —sin(m) =0
> cos(m+ 0) = —cos(0) -
(car cos (E + x) = —sinx pour tout xde R)
s sz 31T T
Propriéte 01 sin (—) = sin (— + n) = cos(m) = -1
Soient 8 € R 2 . 2
> sin (_ _ 9) — cosO (Car sin (E + x) = cos x pour tout xde R)
> cos (— — 0) = sin@ 65 6 6 3
 m Donc:cos(—)=cos(7r——)=—cos(£)=——3
» sin (E + 0) = cos0 5 6 2 1
T . Ty m 1
> cos (g + 0) = —sinéd S (_) = sin (n 6) = sin (6) )
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T 3m+m

v Ona 43—3 +—

Donc-cos(——)—c s( ) (

cos(—x) = cos x
(car {cos(n + x) = —cosx )
4 4 /4 1[4 V3
sin (—?) = —sin (?) = —sin (n + 5) = - (— sin (E)) =5
sin(—x) = —sin x
( ar{sin(n' +x) = —sinx )
2) Simplifier les expressions suivantes
A= ( il ) + sin (31‘[) + sin (141[) + (161[)
sin13 13 13) tsit 13
. ( )+ ( ) (131T+1t) . (137t+37T)
= sin _
sin + sin 13
L (T ) 3
=sm(ﬁ)+sm< )+sm(1‘r+—)+sm< E)
= sin (1) + sin (3_11) sm( —sin (311)
B 13 13 13 13

T 8m 6m
B = co0s(2022m) + cos(2023m) + 2cos (7) + cos (7) + cos (7)

1[4 Im+m Im—m
B = cos(0) + cos(m) + 2cos (7) + cos( - ) + cos (T)

B=1—1+2cos(§)+cos(n+§)+C°s(”_§)

B = 2cos (g) —€os (;) - o8 (g)

B=0

C—sinz(n)+sin2 (Sn)+sin (17n)+sm2(

B 11 11 22 22

C = si 2(")_,_ . 2(3n)+ . 2(111‘[+61‘[)+ 2(1111—211)
= sin 11 sin 11 sin >2 sin 22

C = si 2(n)+ . 2(5”)_'_ . 2(117r 671)+ (1111 211)
= sin 11 sin %1 sin 223 22 sin 22 22

(4 V(4 (4 (4 T T

— cin2 (— in2 | __ in? _———

C = sin (11)+sm (%1)+sm (g 11)+Sln (2 11)
_ 2 (T . z(_”) z( n') 2 (T

C = sin (11)+sm 1 + cos 11 + cos (11)
=1+1

Exercice 08
1) Déterminer sin (5?”) ;COS (— 137”) ;. COS (52—") et sin (— 7?”)
2) Soitx € E;n] tel que sin(x) =§ ; caluler sin(x)
Solution de I'exercice 08
1) Déterminer sin (5{) ; €OS (— 137”) ; COS (52—") et sin (— 7{)
» sin (5?”) = sin (677_") = sin (n — %) = sin (%) = %
> cos (— BT") = cos (137”) 0s (211: + %) = coS (g) = ‘/§/2
> cos (SST”) = cos (547;”) = cos (1811' + g) = cos (g) = 1/2
> sin (— %”) = —sin (7?”) = —sin (n + %) = sin (%) =1/,

1) Soitx € E;n] tel que sin(x) = g ; caluler sin(x) et tan(x)

Ona:sin’x + cos?x =1 donc : cos?x =1 — sin’x

9
Donc : cos?x = —

. 2, — 1 _ (%2
Donc : cos“x =1 (5) "

3
ou cosx =— =

3
Donc : cosx = -
5 5

Etona:x € E ;n] donc cosx < 0

Donc cos x = —

1| W
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Fonction tangente :

Définition :

Soit x un nombre réel différent de E + kmt pour tout
k € Z (c’est-a- dlrexE]R\{ + kmt; kEZ})

Le nombre réel ﬁ s’appelle tangente de xet s’écrit

N . sin x
tan xc’est-a-dire : tanx =

cos x
la fonction qui a chaque réel x associe sa tangente, est appelée

fonction tangente et se note tan.

Interprétation géométrique du nombre tanx.

Activité :

1) Soit (C) un cercle
trigonométrique de centre O.

Le repere (0O; oI; 57) est un

repere orthonormé.

Montrer que : IT = tan x r 0)
2) Montrer que pour tout

xE]R\{ +k1TkEZ}0na: @)

tan(—x) = —tanx ; J,

1+ tan?x =

tan(x + m) = tanx ;

cos? x
Propriétés :

Soit x un nombre réel différent de g + Kkt pour toutk € Z.
» tan(x + 2kmn) = tanx avec k€ Z

» tan(—x) = —tanx ; tan(x+ m) = tanx
> 1+tan’x =—;
Cos“ X
> tan(——x) ; tan(E+x)=—— ; X # Kkm
tanx 2 tan x

Remarque :
Tableau des angles remarquables:
0 T T i3
* 6 | 2 | 3
tanx| O ? 1 V3

* tan(x + km) = tanx pour tout k € Z
Exercice 10
11m 3n
1) Calculer tan (T) et tan (T)
2) Simplifier les expressions suivantes :

A= (4 3 41 6m
= tan (7) + tan (7) + tan (7) + tan (7)

B = cos (g) sin (g) (tan (7;) + tan <iZ) )

Solution de I'’exercice 10
1) Calculons tan (117”) :

11nw -n+12m -1
2) Ona e - e " & +2m
Donc tan (11—”) = tan ('—”) = —tan (E) __¥
6 6 6 3
3) Calculons tan (3—”) Ona: 40" _,._T
4 4 4 4

Donc tan (%”) = tan (n — E) = tan( Z) = —tan (g) =-1

T 3 6w
A=tan(7)+tan<7>+tan<7)+tan< )
T 3 7 — 31 T —1
A=tan(7)+tan<7>+tan< )+tan( = )
T 3 T
= tan (7) + tan (7) + tan( ) + tan (n - 7)
T
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B = cos (E) sin (E) (tan (E) + tan (5—") ) Remarque :

7 7 7 1; _, On cherche a de R tel que a = cos(a) d’ou :
B = cos (g) sin (g) (tan (g) + tan (%) ) cos(x) = a équivauta: cos(x) = cos(a)

N | T T T T équivauta: x=a+2kn; k€Z ou x=-a+2krn ; ke’
B = 005(7)5‘"(7) (“m(7) +“m(§—7)) Sg={a+2km; ke Z}U{-a+2km ; ke L}

" Exercice 11
B = cos (g) sin (g) tan (g) + W 1) Résoudre dans R I’équation (E) : cosx = %
i 2) Résoudre dans I'intervalle [—21; 21t] I'équation (E) : cosx = %

B = cos (E) sin (E) sin (?) + cos (_) Solution de I'exercice 11

7 77\ cos (g) sin (g) 1)Résolvons dans R I’équation (E) : cosx = %

in?(Z)+cos?(Z MN=1_ o
B = cos (£) sin () () onacox() <3 b ()
3

B=c0s(£)sin(z) L =1 Equivaut:}l:x=§+2k1toux=—§+2k1taveckEZ

7 77\ cos (?) st (?) D’ou I’ensemble des solutions de I’equation (E) est :

IV) Equations et inéquations trigonométrique 1 T
fondamentales : $={5+2kmkeZ}u{-7 +2kmk € Z|
1) Equations du type cos x = a et inéquations

cosx < aou cosx=a
a) Equations du type cosx =a: - T
Propriété : —3 + 2kt (k € Z) ou 3 + 2kt avec (k € Z)
On considere I'équation: cosx = a oua € R.

Soit S I'’ensemble des solutions de cette équation dans R.
* Sila| > 1 (c’est-a-direa > 1oua < —1), alors:S = 0. e —2m< —§+ 2knt < 2m équivauta: —2 +§ <2k <2 +§
* Sia=1,alors:S = {2kn/k € Z}. o .5 7
* Sia=—1,alors:S = {n + 2kn/k € Z}. équivauta: — <K <

* Si—1< a < 1, alors il existe un nombre réel a de ]0; [ tel [Ponc:k=0ouk=1(cark€Z)
que cosa =aetona: Sik = 0 alors —§+2kn=—§+0:—g

S = {~a+ 2kn/k € Z} U {a + 2kmn/k € 7} Sik = 1alors —%+ 2k = — %+ 2m = ="

2)Résolvons dans l'intervalle [-2m; 27| I'équation (E) : cosx = %

Les solutions de I'équation (E) dans [—2T; 21| sont de la forme :

T T
Donc —21'[S—§+2k1'[ < 2T ou —21'[S§+2k1'[ <2m
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Donc:—— et 2% sont des solutions de (E) dans [—2; 27].
o —21ts§+2k1t <21 equlvauta.—z—gs 2k < 2—%

A R 7 5
equlvauta:—gg k Sg

Cest-a-dire:k=—-1ouk=0(carkeZ)
Si k= -1 alors- +2k1'[———21t——5?“
Si k—Oalors§+2k1t—§+0_§

Donc: — 53—“ et gsont des solutions de (E) dans [—2m; 2].

Et par suite I'ensemble des solutions de (E) dans [—2m; 27t] est :

1'[51'[ 51 m
S={-53-23
3’ 3 3 '3

b) Inéquationsdu type cosx < a ou cosx=>a:

Exemples 01 :
\/_

Résolvons dans l'intervalle [—m; 7r] 'inéquation (I): cos x >

NI§|

1)Résolvons dans l'intervalle [—m; ] I'équation (E) : cosx =
V2

2
Et par suite les solutions de (E) dans [—2m; 2T] est : —

On sait que cos G) =

1A

T

1

2) En représente les solutions sur J

le cercle trigonométrique :
L’ensemble des solutions est
I'ensemble des abscisses
curviligne des points M(x)
representés sur I'arc rouge du
cercle trigonométrique (C).

3) Donc I'ensemble des solutions

sur [—m; | de (I) est: S = [—— —]

(©)

Exemples 02 :
Résolvons dans I'intervalle [—; 0]

I'inéquation (I,): cos x < \/2—2
L’ensemble des solutions est1l’ensemble
des abscisses curviligne des points N(x)

representés sur I'arc vert du cercle (C)
D’ou I’ensemble de solutions sur [—1; 0]

de (I;) est S = [—n; _%[

Exemples 03 :

Résolvons dans I'intervalle [0; 7]
I'inéquation (I,): cosx < g

L’ensemble des solutions de I'inéquation
se lit donc sur le cercle

trigonométrique c’est-a-dire: S = E ;71']

Exemples 04:

Résolvons dans l'intervalle [0; 2]
V2

I'inéquation (I,): cos x < 5
On a les solutions de I'’équation

2
COS X = \/2—_ dans [0; 2|sont: g et %"

Par lecture graphique, sur [0; 27|
I’ensemble des solutions de I'inéquation

Est:S = ]

11'711

i
AR

N(z)
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2) Equations du type sinx = a
etinéquations sinx < aou sinx>a
a) Equations du type sinx=a:
Propriété :
On considere I'équation : sinx = a oua € R.
Soit S I'ensemble de solutions de cette équation dans R.
* Si|a| > 1 (c’est-a-dire a > 1 oua < —1), alors:S = Q.

*x Sia=1,alors:S = {g+ 2kn/k € Z}.
* Sia=—1,alors:S = {- 7+ 2kn/k € Z}.

* Si—1 < a < 1,alorsil existe un nombre réel a de ]— g ; g[

telquesinax =aetona:
S={a+2kn/keZ}U{nm—a+ 2kn/k € Z}
Remarque :
On cherche a de R tel que a = sin(a) d’'ou :
sin(x) = a équivauta: sin(x) = sin(a)

équivauta: x=a+2kn; k€eZ ou x=n—a+2km ; keEZ

Exercice 12
1)Résoudre dans R I'équation (E) : sinx = %
2)Résoudre dans l'intervalle [0; 4] 'équation (E) : sinx = %

Solution de I'exercice 12 J

1)Résol¥0ns dans R I’équation (E) : (©) )
sIx =~ ry e 6
On sait que :sin (E) =1 =sin (E) 2

6 2 6 T -

E) -7 [9) i
6
Equivauta: x =g+ 2km ou ke Z

Equivauta: sinx = sin (

oux=5?"+2k1t01‘1keZ

D’ou I'’ensemble de solutions de (E) dans R est:

T 5nt
S={g+2k1t /keZ}U{?+2kn/keZ}

2)Résolvons dans [0; 4m] 'équation (E) : sinx = %
Les solutions de I'équation (E) dans [0; 4| donc:
Osg+2kn <4m; KEZ ou; 035%+2kn <4m; KkeZ
e 0<Z2+2Kkm<4m équivauta: —- <2k <4—-
équivauta: —% <k <=2

— 12
Donck=0ouk=1carke?Z
T

_— n _T _T
Slk—O,alors6+2kn —6+0—6

Sik =1, alors g+2k1'[ =g+2n=137“

Donc: g et 137" sont des solutions de (E) dans [0; 4m].

e 0<>42kn<4méquivauta: —><2k <4->
19

Donc:k=0ouk=1carkeZ
5t

1= 5m _5sm, g _5m
Slk—O,alors6 + 2k = . +0= .

Sik =1, alors 5?"+2kn :5?"4.21-[:177"

L. . 5
equlvauta:—a <k <

Donc: 5?" et 17Tﬂsont des solutions de (E) dans [0; 4™].

D’ou I'ensemble des solutions de (E) dans [0; 4m] est :
B {n_13n_51t _ 1711}
6’6 "6 6
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b) Inéquationsdu type sinx <a ou sinx>a:

Exemples 01 :

Résolvons dans l'intervalle [—m; ]
I'inéquation (I;): sinx < %

. , . . 1
Les solutions de I'équation sinx = 5

o S
6 -
m

Séance 08: . Equations

—

J
(C)
U
dans [—m; t] sont -7 0
T . Snt
[— e —
. 6 6
A partir de la figure ci-contre, on

déduit que I'ensemble des solutions
dans [—m; ] de (I;) est:

5
s m o[

Exemples 02 :
Résolvons dans I'intervalle [—Tt; ]

. . : 1
I'inéquation (I,): sinx > 5

. iy . . 1
Les solutions de I'équation sinx = 5

dans [—m; ] sont:

J
5n )
6 LT
7

b | =

nt51t
6 6

A partir de la figure ci-contre,

-ﬂ !
on déduit que I'ensemble des
solutions dans [—m; ] de (I,) est:

S_1‘[51‘[[
2716’ 6
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3) Equations du type tanx = a
etinéquationstanx < aou tanx > a
a) Equations du type tanx =a:
Propriété :
On considere I'équation: tanx = a oua € R.
Soit S son ensemble des solutions dans R.

Il existe un nombre réel a de ]— g ; g[ tel quetana = a

etona:S = {a+ kn/k € Z}
Remarque :
On cherche a de R tel que a = tan(a) d’ou :
tan(x) = a équivauta: tan(x) = tan(a)

équivauta: x=a+km; ke€Z D
onc Sy = {a + km; k € 7}

Exercice 13

1)Résoudre dans R I'équation (E) : tanx = /3
2)Résoudre dans I'intervalle [—m; ] 'inéquation (I,):
3)Résoudre dans [—m; ] 'inéquation (I,): tanx > /3
Solution de I'exercice 11
1)Résolvons dans R I'équation (E) :

tanx < 3

V3 = tan( ’;}

tanx = V3
On sait que : tan (g) =+/3 etque A -
M()
On en déduit que '’ensemble des © 3
solutions dans R de (E) est:
S = {2 +kmn/k € 7} .
3 - 0

2)Résolvons dans I'intervalle [—T; ]
I'inéquation (I,):tanx < /3

4
M'(=E
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» Les solutions de I'équation
tanx = /3 dans[—m; 1]

2 T
sont ——; -
3°3

(del’encadrement —m < g+ kn <m,ontirek=-1etk=0)

A partir de la figure en dessous, on déduit que ’ensemble des
solutions dans [—T; t] de (I, )est:

= [—1‘[;—2?“] V) —;;g] U];;ﬂ]

(les deux arcs verts) V3 = tan(~) k
'3

3)Résolvons dans [—m; ]
I'inéquation

(I,):tanx > V3
L’ensemble des solutions
de I'inéquation se lit donc
sur le cercle: T

G = 211. n[u]n.n
37 2171372

(les deux arcs rouges)

()

Conclusion:
Soit a un nombre réel

» cos(x)=cos(a)© x=a[2m]ou x=-a[2n]

» sin(x)=sin(a)© x=a[2r]ou x=nm-a|2n]

» tan(x) = tan(a) © x=a[m|

» Cas particulier: cos(x) =0 ©x = E 1;sin(x) =0 x=0[x]

VII) Les angles inscrits, les quadrilateres inscriptibles :
1) Angles inscrits- angles au centre :
Définition et propriété: - N
Soit (C) un cerlce de centre O. , .
Sur le cercle (0). -
+ Deux angles inscrits, sur () //
interceptant la meme corde sont N—

Isométriques ou supplémentaires : P
AMB = ANB etAMB + APB =nt
< L’angle AOB est appelé angle au centre.
L’angle AOB intercepte I'arc AB
+ Dans un cercle, si un angle inscrit et un angle au centre
interceptent le méme arc, alors la mesure de I’angle au
centre est le double de celle de I’angle inscrit.
AOB = 2AMB
2) Quadrilateres inscriptibles :
B

A A B
(C)
(C)
. C
D D

On dit que quadrilatere ABCD inscriptible si
DAB + DCB = ABC + ADC = ou DAC = DBC
(On dit aussi que les points A ; B; C; et D sont cosycliques )

+ L’angle AMB est appelé angle
inscritinterceptant la corde [AB]
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3) Les relations métriques dans un triangle :
Propriétés :
Soit ABC un triangle . on
pose a=BC, b=AC, c=AB.
Soient S I'aire du triangle
ABC et p son périmetre
(c’est-a-dire:p=a+b +c)
R estle rayon du cercle
circonscrit au triangle ABC.
r est le rayon du cercle
inscrit dans triangle ABC.

Ona:
a b ¢

abc

sinA  sinB  sinC

> S=%absinC
> S=%pr

_ abc
> S_4R

Exercice 14
1) Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB = 3cm.
Calculer la surface de ce triangle.

2) Soit ABC un triangle tel que AB = 5cm ,A = Erad etB = grad.

a) Calculer BC et AC.
b) Calcluer la surface de ce triangle.
c) Déterminer le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.
d) Déterminer le rayon du cercle inscrit dans triangle ABC.
Solution de I'exercice 11
1) Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB = 3cm.

Donc € = grad ET AB = AC = BC = 3cm
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Donc la surface de ce triangle est: S = %ab sin C

2) Soit ABC un triangle tel que AB = 5cm ,A = Erad etB = grad.

a) Calculer BC et AC.

. . a b C
Utilier la relation :

sinA sinB  sinC
b) Calcluer la surface de ce triangle.

a b _c _abc
sinA sinB sinC 2S

Utilier larelation :

c) Déterminer le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.

a b C
Utilier larelation: ——=——==——-=2R
sinA sinB sinC
d) Déterminer le rayon du cercle inscrit dans triangle ABC.

Utilier larelation: S = %pr




